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Une «armée » pour
expliquer un théoreme
d... une machine

e dernier théoréme de Fermat n’a

pas fini de donner du fil a retordre

aux mathématiciens. 11 aura fallu

plus de trois siecles pour trouver sa

démonstration, il faudra plusieurs
années pour la faire comprendre par un or-
dinateur. C'est 'objectif d’un projet collabo-
ratif et open source d’envergure, financé a
hauteur de 930000 livres sterling (environ
1,1 million d’euros), entre 2024 et 2029.

L'énoncé, découvert dans les archives du
mathématicien Pierre de Fermat (1601-
1665) apres sa mort, est pourtant simple: si
a, b et csont des nombres naturels non nuls,
alors I'équation a» + b® = ¢ n’a pas de solu-
tion lorsque n est strictement supérieur a 2.
Dans ses notes, Fermat prétendait que les
marges de son cahier étaient « trop étroites »
pour contenir la démonstration et ce n’est
donc qu’en 1994 que le Britannique Andrew
Wiles en viendra a bout.

Kevin Buzzard, mathématicien a 'Impe-
rial College de Londres et coordinateur du
projet, connait bien cette histoire. A 'épo-
que, il est doctorant et son directeur de
these, Richard Taylor, s’envole pour les
Etats-Unis afin d’aider Wiles a finaliser sa
preuve. « Je me suis retrouvé sans encadrant,
mais c’était pour la bonne cause, plaisante-
t-il. Ce théoréme a toujours occupé une place
centrale dans ma vie. »

Pour I'expliquer a l'ordinateur, «il faut une
armée », insiste le mathématicien. Les dé-
monstrations sont habituellement rédigées
pour un public expert, qui partage un socle
de connaissances communes. Elles sautent
des étapes classiques ou considérées
comme triviales, font référence a des rai-
sonnements analogues dans d’autres preu-
ves... «Avec une machine, cela ne marche
pas. Elle est stupide, elle a besoin qu'on lui ex-
plique tout, développe Sébastien Gouézel,
directeur de recherche CNRS en mathémati-
ques a l'université Rennes-1. C'est un peu
comme construire une cathédrale. Si vous
voulez poser la fléche, il faut avoir mis toutes
les pierres au-dessous. »

Un exercice mental particulier
Le défi est d’autant plus colossal que la
démonstration du dernier théoreme de
Fermat est connue pour sa complexité. «II
faut avoir fait une thése en théorie des nom-
bres pour la comprendre, jaurais du mal a
I'expliquer a un mathématicien en dehors de
mon champ de recherche », explique Riccardo
Brasca, chercheur a I'Institut de mathéma-
tiques de Jussieu-Paris-Rive gauche, qui
participe au projet.

La preuve fait le lien entre 'équation de
I'énoncé et un objet mathématique appelé
«courbe elliptique ». Elle consiste a montrer

MATHEMATIQUES - Un projet
collaboratif cherche a apprendre
le dernier théoreme de Fermat
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que, si I'équation a des solutions, alors il y
aurait une courbe elliptique aux propriétés
étranges, dont I'existence est impossible. Elle
s’appuie sur des concepts profonds en théo-
rie des nombres, en géomeétrie et en analyse.

«A ma connaissance, aucun autre projet
similaire n‘a nécessité des prérequis aussi
larges et poussés. Etablir une feuille de route
détaillée est méme un défi en soi», insiste
Andrew Yang, qui travaille dessus a temps
plein dans le cadre de sa these a 'Tmperial
College de Londres.

Pour I'instant, une trentaine de personnes
ont déposé des parties de code informati-
que sur la page GitHub créée pour l'occa-
sion. Mais les contributeurs sont bien plus
nombreux sur le forum des usagers de Lean,
le logiciel utilisé. En fonction de leur exper-
tise, ils apportent leur aide sur des questions

mathématiques, informatiques... ou tech-
niques. Car 'un des enjeux de la collabora-
tion est de documenter clairement le plan
et 'avancement du projet. Loutil LeanBlue-
print, développé par Patrick Massot, profes-
seur au laboratoire de mathématiques
d’Orsay (Essonne), permet cela.

«14h15,14h45, 14 h5o0... il y a tout le temps
des messages », commente Riccardo Brasca,
face au fil de discussion sur son écran, dans
son bureau parisien. Il consacre la moitié de
son temps de recherche a évaluer les contri-
butions et a les intégrer dans la bibliothe-
que de Lean, Mathlib. «A ce stade, la princi-
pale difficulté concerne la masse de travail.
Ce théoréme utilise une quantité de maths
déraisonnable, donc il y a beaucoup de cho-
ses a formaliser, méme si elles ne sont, pour
I'instant, pas trés compliquées. »

Traduire les mathématiques pour

une machine est un exercice mental

particulier. Cela nécessite d’étre astu-
cieux, de trouver, parmi les différents
chemins pour démontrer un résul-
tat, le plus simple a expliquer a l'ordi-
nateur. « On ressort de ces expérien-
ces avec une maniere un peu diffé-
rente de penser, les concepts sont
mieux organisés dans le cerveau»,
décrit Riccardo Brasca.

Mais, hormis pour la beauté de
I'exercice, a quoi cela sert-il? «Cha-
que mathématicien vous donnera une

réponse différente, déclare Sébastien
Gouézel. Personnellement, je suis
convaincu de l'intérét de ces projets pour
sécuriser les démonstrations. J'ai vu trop
darticles faux ou a moitié faux pour étre sa-
tisfait du systéeme actuel. » Une fois les
démonstrations écrites dans un langage de
programmation comme Lean, Isabelle ou
Coq (bientot renommé Rocq), elles peuvent
étre vérifiées automatiquement. Ces «as-
sistants de preuve » existent depuis la fin
des années 1960, mais cela fait peu de
temps que les mathématiciens s’en empa-
rent. Un pas de géant a été franchi en 2021,
lorsque la communauté Lean a permis de
valider et méme de simplifier une démons-
tration de Peter Scholze, médaillé Fields,
dont il doutait lui-méme.

Vérifier d’'autres démonstrations

Cette incertitude n’existe pas pour le théo-
réme de Fermat: «II a tellement été utilisé
que, s’il était faux, on s’en serait rendu
compte depuis longtemps », explique Ric-
cardo Brasca. Mais cela n'empéche pas que
des imprécisions puissent étre repérées sur
le chemin, comme I'a constaté Antoine
Chambert-Loir, professeur a I'Institut de
mathématiques de Jussieu-Paris-Rive gau-
che. En s’intéressant a un bout de théorie
utilisé dans la preuve du théoreme de Fer-
mat, écrit uniquement en francais, dans les
années 1960, il s’est rendu compte qu’'un
des arguments mobilisés était ambigu et
méritait d’étre réécrit.

C’est aussi arrivé a David Angdinata,
doctorant de Kevin Buzzard, qui travaille
sur une autre partie de la démonstration.
«Dans la littérature, tout le monde partait
du principe qu’il existait une certaine
preuve algébrique sans que personne se soit
vraiment plongé dans les détails. Ils s‘ave-
rent beaucoup plus compliqués que prévu »,
relate-t-il.

Ce projet permettra, par ailleurs, d’enri-
chir la bibliotheque Mathlib avec des objets
mathématiques complexes, qui permet-
tront de vérifier d’autres démonstrations
particulierement pointues a l'avenir, no-
tamment en théorie des nombres.

Quand on le questionne sur l'intérét du
projet, Kevin Buzzard, plus romantique,
évoque d’abord sa longue histoire d’'amour
avec le théoreme. Puis la joie de collaborer
en équipe: « Ma compagne est chirurgienne
et publie des articles avec des dizaines de
personnes. En maths, cest tres rare d'étre
plus de deux. J'avais envie moi aussi de tra-
vailler avec plein de gens!» @

SAMIA HANACHI

Comment ['antibiorésistance renforce I'agressivité de bactéries

BIOLOGIE - Sous l'effet d’un antibiotique, un bacille tres pathogene pour ’lhomme projette des vésicules toxiques qui aggravent sa virulence

) utilisation d’'un antibio-
tique, la colistine, exa-
cerbe la virulence d’'une

bactérie tres pathogéne pour
I'homme, Pseudomonas aerugi-
nosa. Fait inédit, c’est un méme
géne, chez cette bactérie, qui in-
tervient dans deux phénomenes
déléteres : il déclenche cette viru-
lence accrue et il favorise la résis-
tance de la bactérie a cet antibio-
tique. Plus étonnant encore:
cette bactérie agit en projetant de
petites vésicules toxiques qui,
tels des drones de combat, affec-
tent des processus vitaux pour
les cellules de I’h6te infecté.
Cette moisson de résultats, pu-
bliée le 22 janvier, a été récoltée
par des équipes de I'Inserm, de
I'Inrae, de I'Ecole nationale vétéri-
naire de Toulouse (ENVT) et de
I'université de Toulouse, coordon-
nées par Eric Oswald, bactério-
logiste au CHU de Toulouse.

La bactérie Pseudomonas aeru-
ginosa est, a I'échelle mondiale,
une des cinq bactéries les plus
mortelles, provoquant des cen-
taines de milliers de déces cha-
que année. Egalement nommée
«bacille pyocyanique», elle est
responsable d’infections aigués
(pneumonies, infections urinai-
res...), essentiellement chez des
personnes immunodéprimées
ou souffrant de cancers, et d'in-
fections chroniques, en particu-
lier chez les sujets atteints de mu-
coviscidose. En France, elle a été,
en 2018, en cause dans presque
20 % des infections nosocomia-
les survenues en unités de soins
intensifs et de réanimation.

«Un phénomeéne redoutable »
Les auteurs se sont intéressés a
I'action d’'une protéine bacté-
rienne, nommée CprA, connue
pour jouer un rdle dans la résis-

tance de P. aeruginosa a la colis-
tine — un antibiotique ancien, dé-
couvert en 1950, qui reste chez
I'humain, malgré sa toxicité ré-
nale, un médicament de dernier
recours face a des germes multi-
résistants—comme, précisément,
P. aeruginosa, qui devient de plus
en plus difficile a traiter.

Dans des cellules humaines en
culture, mais aussi dans des mo-
deles de septicémie chez la souris,
les chercheurs montrentle role de
la protéine CprA. Quand P, aerugi-
nosa est traitée avecla colistine, le
gene CprA est activé. La protéine
alors produite contribue ala résis-
tance de la bactérie a cet antibioti-
que, mais aussi aux peptides anti-
microbiens produits naturelle-
ment par 'individu infecté.

Mais surtout, elle déclenche un
«phénomeéne redoutable », expli-
que Eric Oswald: «Elle conduit a
la production de vésicules qui

bourgeonnent a partir de la mem-
brane externe de la bactérie. » La
protéine CprA est une enzyme:
les chercheurs ont montré qu'elle
agit en produisant un lipide toxi-
que qui s’insere dans la mem-
brane bactérienne, ce qui démul-
tiplie le nombre et la toxicité des
vésicules émises par la bactérie.

Réponse inflammatoire
Ces vésicules viennent alors per-
turber un processus essentiel de
défense de I'hote: le nettoyage
des cellules endommagées, ou
«autophagie», qui habituelle-
ment favorise I'élimination des
agents infectieux. Mais ici, ces
vésicules toxiques que libere la
bactérie bloquent ce mécanisme
défensif. Résultat, la bactérie, épar-
gnée, peut causer des infections
plus graves.

Pis encore, l'autophagie, en
temps ordinaire, tempere les

réactions inflammatoires du su-
jet infecté, une riposte qui parti-
cipe a la lutte contre le germe —a
condition de ne pas étre excessive
ni incontrolable. Or, la protéine
CprA bloque l'autophagie, donc
ce mécanisme de pondération.
Résultat, «la réponse inflamma-
toire semballe, aggravant les dé-
gats causés par l'infection », expli-
que Eric Oswald. Chez la souris,
une version de la bactérie modi-
fiée pour ne pas produire la pro-
téine CprA s’est montrée bien
moins agressive: les animaux
mouraient moins vite.

Cette étude révele une « nouvelle
famille de déterminants de la viru-
lence chez les bactéries Gram néga-
tives, ce qui ouvre la voie a des
interventions thérapeutiques in-
novantes », estiment les auteurs.
Le mécanisme de cette virulence
accrue, loin de se restreindre a
cette seule bactérie, concernerait

en effet d’autres germes patho-
geénes pour les mammiferes,
comme Escherichia coli ou le ba-
cille de la peste (Yersinia pestis),
mais aussi pour les végétaux,
comme Ralstonia solanacearum.
«Tous les organismes vivants
sécrétent de petites vésicules extra-
cellulaires, aux fonctions trés va-
riées. Létude de ces vésicules est un
domaine derecherche trés dynami-
que», indique Carmen Buchrieser,
responsable de l'unité biologie
des bactéries intracellulaires a
I'Institut Pasteur. Les auteurs,
ajoute-t-elle, ont découvert un
nouveau gene participant a la li-
bération de vésicules toxiques,
par une bactérie pathogéne qui
développe des multirésistances.
«Tout ce qui peut nous aider a
combattre ce type de bactérie est
important et bienvenu », conclut

la scientifique. ®
FLORENCE ROSIER



